@ COJY3 HA MATEMATUYAPW HA MAKEOOHNJA

29. MAKEJTOHCKA MATEMATUYKA OJIMMIINJAJTA

PEIITEHNJA 1 PACIIPEAEJIBA HA ITIOEHN
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i1 3a cexoj n > 1. Jlokazere jeka
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CiegcTBeHO

(n+Dapy =274+ ..+22 +2>22 + ... +22. (1 noen)

Kopucrejku ro HepaBeHCTBOTO HOMery KBaJipaTHa U apUTMETHYKa CpeJnHa JJo0nBaMe:

w24+l (v ag)? (1) > (1 + oo + 202

3 moeHu
n+1 - n(n + 1) Tn+1 ( )

Tn+41 >

ITO W Tpedalre fa ce JTOKarxKe. ]

2. Jazen e terusen uerupuarogunk ABCD. Heka E e cpemumna touka na AC. Kpyxuumara
onumrana okoiy ACDE ja ceue BC Bo F (F # C). Heka B’ e pedaekcuja na B Bo oauoc na F.
Jokaxkere neka EF e TanrenTa na onummanara Kpysxkuuia na AB' DF.

Pemenune. Ox rerupHocra Ha derupuarognunure ABCD u CDEF cienysa

LABD = Z/ACD = Z/DCFE = ZDFE.

CrangHo,

LADB = ZACB = /ZECF = ZEDF. (2 noenn)

Orryka

L/ADE = Z/ADB + /BDE = /ZEDF + /BDE = ZBDF. (1 nioen)
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On LADE = /BDF u /DAE = /ZDBC (6unejku ABC'D e TeruBeH) 3akjaydyBaMe JeKa ce
cmmaan NADFE nu ABDF. Kopucrejku ro oBa 3aeaH0 co dhakToT neka F u F' ce cpenunnre na AC
u BB’, coonserno, nobusame

-AC AC

AD AE B
.BB' BB

BD-BF - (2 moenn)

Ll [NCTTS

Bapagu ZDAC = ZDBB’, cniuunu ce ADAC u ADBB’. OBaa CJIMYHOCT IIOBJIEKYBa, €IHAKBOCT
na armure ZDCA u ZDB'B. (1 noen) Koneuno, 3akjiydysame jieka

/DB'F =/DB'B=/DCA=/DCE = /DFE.

Buaun EF e tanrenta Ha onunianarta Kpyuuia va AB'DF. (2 noenn) O

3. Huzara (a,)2 e medunupana co: a; = 2 u any1 = a2 + ay, 3a cexoj n > 1. 3a npomsposien

upupojieH 6poj m > 2, veka L(m) e HErOBHOT HAjroJieM HPOCT JIeTUTEL.
Jokaxere fexa nocrou k taxos mro L(ag) > 1000100

Pemrenne. [la ro mpeTmocTaBiMe CIPOTHBHOTO, T.e., JeKa 3a cekoj n Baxku L(ay,) < 1000199, Hexa
A ={p: p e npocr 6poj u p < 10001000}. Toram, 3a cexkoj n > 1 MHOXKECTBOTO OJI CUTE IPOCTHU
JIEJIATENH HA Ay, O3HAYEHO cOo D, e nojmuoxkectBo o1 A. (2 moenn)

s6upame p € A. Heka vp,(x) e eKCIOHEHTOT Ha HAJIOJIEMHOT CTENleH Ha P IITO IO JejH T. AKO
play, 3a Hekoj k, Toramt vp(aky1) = vp(ar) + vp(ag + 1) = vp(ag) (Gunejkn p { ap + 1) u plagy.
3naun 3a cexo] p € Dy, Baxu vy(ag) = Vp(Qri1), & IPUTOA U Apyq > Ai. CIICACTBEHO, Gf41 AMA

P P +1) + ’ +

JIOIIOJTHATEJIEH TIPOCT AeJuTe]l ¢ € A, TOKpaj cuTe MPOCTU JEJUTENN P HA Gf. JaKJIydyBame JIeKa
Dy, e BucrtunCcKo nojMHOXKecTBO Ha Dy 1 3a cekoj k. (4 moenn)

Ho, Toramm nmame 6ecKoHedHa HU3a, OJ BUCTHHCKHU IIOJIMHOXKECTBA OIPAHMYEHa 0J103ropa co A:

D1 CcDyC D3yC...CA.

Bakpara HI3a IPOTHBpPEYN Ha KOHEYHOCTa Ha MHOXKecTBOTO A. (2 moeHm) O
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4. Codwuja u Bukrop ja urpaar ciemnara urpa Ha Tabjaa co gumensuu 2022 x 2022:
- npeo, Coduja 1e10CHO ja TOKpHUBa Tabjara co JOMHUHA IIITO HE Ce IPEKJIONyBaaT U He W3JIeryBaar
HaIBOP 01 TabiaTa;
- cneano, BukTop 3amwminyBa mMO3WUTHBEH e OpOj N HA JIMCT XapTuja, 0e3 mpuToa 1a ja BUIU
crienuduaHaTa KOHPUIypallija o1 JoMUuHa Ha TabJara;
- noroa, Bukrop ja rieja tabiara co JOMUHATA HA Hea, n30Mpa n oj HUB U ru dbukcupa (emnun) Ha
Tabjara;
- nocsie Toa, Coduja ru orcrpanysa oJ1 Tabjara npeocTanuTe (He3aseleHn) JOMUHA, U ce OOuIyBa
Ja J100me HOBO IIEJIOCHO TTOKPUBAahe Ha TabjaTa, Koe OU ce PasIMKyBaJo O HOYeTHOTO.

Hoxonky Coduja yciee Bo Toa, Taa 1mobeyBa, a BO CIPOTUBHO OOEIHUK € BukTop.

Hajnere ja majmanaTa MOXKHa BPEJHOCT 3a 1 IIpU Koja BHKTOp cekoram Moxke ja mobeian, 6e3
pa3/ifKa Ha MOYeTHATA KOH(UTYPAIH]a.

Pemenne. Odzosop: 10112,
Jla 3abeneskume Begnamm jeka n > 10112, Hapucruna, Heka mouerHoTo nokpubame Ha Coduja
e KoHdurypanuja npu Koja rabjaarta e HAJUPBO I0/eeHa Ha (JUCjyHKTHY) 2 X 2 KBaJPaTU, U CEKOj
0J, HUB € IOKPUEH CO TOYHO JIBE JIOMHMHa. 3a 1obeja, Bukrop mopa ma duxcupa 6apeM 10 €IHO
JIOMHHO BO cekoj on Tue 2 X 2 kBajgparu. OJ Jpyra cTpaHa, OpPOjOT Ha TakBU 2 X 2 KBaJparTh
20222 _ 2
usznecysa =5= = 1011%. (1 moen)

Ke okaxeme Jeka 0BOj Opoj e mososien. ['m Hymepupame penurure u kojouute co 1,2, ...,2022,
U Ha CEKOe €JIMHEeTHO KBaJ[paTde My [IpHIaBaMe Iap 1e00pojuu Koopaunatu (6poj Ha pejaura, 6poj
Ha KoJoHa). I[loToa ro Gomme BO IPHO CEKOE €MHEYHO KBaJparde 3a Koe 00eTe KOODJIUHATH Ce
menapuau. [la 3abesiexkume Jieka BO cekoj 2 X 2 KBajpar Ha Tabjara € COJIPYKAHO TOYHO €JIHO I[PHO
KBaJIpaTde U BKYIHHOT OPOj Ha IIPHU KB IPATINIHA, N3HECYBA % = 10112. To TBpAUME CJIEHOBO:

AK0 npu NPou3soAHo NOYEMHO NOKPUBarse Ha mabaama Buxmop 2o gurcupa cexoe domuro wmo
noxpuea upHo keadpamue, mozaw Copuja ne mooce da dobue HOB0 NOKPUBAHE KOE CE PAZAUKYEA 00
nowemHomo.

OgBa ro joKaxkyBaMme co KOHTpa uKIija. [IpernocraByBajku ro cripoTuBHOTO, HeKa Coduja cemak
Moxke na jgobme HOBa KoHdurypamuja. Komcrpywpame npa rpada, CHH U I[PBEH, YUU TEMUIbA
ce eIMHEYHNTE KBaJpaTu Ha Tabjara: WMEHO, I'M IOBP3yBaMe CO CHHO Pebpo CEKOU JBE TeMUba
(esMHEYHN KBaJIpaTH) KOU Ce HOKPHEHU CO UCTO JIOMUHO [IPU [I0YeTHATa KOHMUTypaIyja, 1 J10aBaMe
IO €JIHO I[PBEHO PebpO MOMel'y CEeKOM JiBe TeMUIba (€JIMHEYHN KBaJIpaTH) KOU Ce IIOKPUEHU CO UCTO
JoMuUHO npu HoBaTa KoHburypammja. [la sabenexume neka n curuor rpad Gepn = (V,E') n
upBeHuoT Tpad Gupsen = (V, E”) ce 1-perymapuu, T.e., BO CEKOj O HUB TeMHUIbaTa HMAAT CTEIeH 1.
Bemame cumeTpuuHa pas/uka Ha jiBarta rpada, ofaHocHo ro pasrieaysame rpador G = (V, E'AE"),
UrHopupajku ru npuroa 6oure Ha pedbpara. Co orsen Ha toa jneka E' # E” rpador G me e npasen,



@ COJy3 HA MATEMATUYAPU HA MAKEOJOHUJA

T.e. MHOXKecTBOTO pebpa E' A E” # (). Cekoe nenzonupano Teme v Bo G UMa CTeleH 2: UMeHO, U e
MHITIJIEHTHO CO €/IHO CHHO ¥ CO €JHO IIpBeHo pebpo. OTTyKa BaedeMe TPU 3aK/IyHOIN:

(1) cekoe IpHO TeMe (eaMHETEH KBaApaT) e u30mpano Bo G,
(11) E' /A E" upercraByBa IUCjyHKTHA YHU]A OJI IUKJIYCH;
(497) cexoj TakoB rmukiIyc C' MMa HapHa JO/KUHA U HETOBHTE peOpa HAN3MEHHTHO AJITEPHIPAAT
BO 0oja. (4 moenn)

a pasriiename enen npoussosier mukayc C' Bo G. Toj nmpercraByBa 3aTBOpeHa UCKPIEHA JIMHU)A
6e3 camornpeceKyBama. Ja Hab/byyBame HeroBarta enampewnocm Int(C), T.e., ceBKymHOCTA OJT CUTE
€JIMHEYHN KBaIPATUYNba KOU Ce TEJ0CHO cojipxkanu BHaTpe Bo C.

1 2 3 4 5 6

S Ot s W N

Ha 3abenexxume jieka 1pu obere koudurypanuu nopprinaara Int(C) e megocHO IOKpHeHa o
JoMEHA (KO He M3JIeryBaaT HaBop oJ Hea), buzejku Int(C') e uzommpana oj1 0CTaTOKOT Ha Tabsiara.
[Tpuroa Int(C') e menpasua: MMeHO, MOpPa Jla COAPKU GapeM €J[HO I[PHO eJMHETHO KBajparde (co
orJiesl Ha Toa JieKa CeKOj 2 X 2 KBajapar Ha Tabjara COAPKU TOYHO €IHO IpHO KBajparde). O
UCTUTE IPUYMHU CeKoe Kolile (aroHo euHedHo KBaJjparde) ox Int(C) e npHo. Ke nokazkeme feka
e HeBO3MOXKHO mnospinHaTa Int(C') 1mesocHo j1a ce moKpue co JIoMuHa (KOU HE M3JIEryBAaaT HAJBOP
071 Hea), TOKAXKYBajKU IO CJIEJTHOBO TBPJIECH-E:

ILrowmunama na Int(C) e nenapna.

1 2 3 4 5 6 7 8

|
- I,
o N

0 N O Ut = W N

OBa ro morBp/lyBaMe cO WHIYKIHja 10 b, OPOjOT HA IPHU €JUHEIHU KBaJIPATIUEbA COJIPIKAHU
Bo Int(C'). Tepuemero Baxku 3a b = 1, Gujejku roram BKynHaTa IUomTHHa u3HecyBa 1. Heka
b > 1 u TBpJIEHETO BaXKK 33 CUTE TIOMAaJIU BPEIHOCTH. Kormmmara Ha Int(C) ce nupHu u Mmoxkeme J1a
3a001Ko/IMMe (M30CTaBUME) €JIHO O] HUB, CO IITO ja HaMa/lyBaMe ILJIONITHHATa 3a 2 (AKO IPHOTO
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KBaJpaTde € Ha KOII BO JBE HACOKH - ITpadUpaHo cO XOPU3OHTAJIHU JIHHAN) Win 3a 4 (ako
I[PHOTO II0JIe € Ha KOIIl BO eJ[Ha HACOKa - MTpadUpaHO CO BePTUKAIHU JUHUK). Taka mapHocTa
Ha IIOMITHHATA OCTaHyBa HEIpOMEHeTa, a BpeaHocTa Ha b ce HamasyBa 3a 1, I1a IPUMEH/IUBA €
WH/IyKTHBHATA IpeTiocTaBka. (3 moeHun)

Co 0Ba € KOMIIJIETHpaH JI0Ka30T jgeka n < 10112 OJ

Sabesewra: Haxpamrxo, pacnpedesbama wa noeru 2aacu: 1 noen 3a moueH Hymepuywky 002080p,
4 noenu 3a 2padoscka penpeseHmayuja u 6004ysare Ha asmeprupayury yuxasyc C, 3 noewu 3a doxas
dexa naowmunama wa swampewnocma Int(C) e nenapna.

5. Hanen e ocrpoarosen tpuaroiuuk ABC (AB < AC) co onumana kpyxuuna I'. Heka [ u I,

ce NMEHTPUTE Ha BOmMImaHaTa u A-npunuiianara KpyKHUIEA, coojaserHo. [IpaBara Al mo Brop mar ja

ceue I' Bo D, a Toukara A’ e nujamerpasnno cuporusna Ha A Bo ognoc na I'. Toukure X u Y ce

n3bpanu Ha I Taka mro Baxku ZIXD = Z1,Y D = 90°. Taurearure va I' Bo X u Y ce ceuar Bo Z.
Hoxaxkere neka A, D u Z ce KoJuHeapHU.

Pemenne. JlaBame JiBe pelliennja co HE3aBUCHU PacIpesiesiOn Ha HOEHH.

IIpBo penienme. Ke ro momemmme J0OKa30T Ha HEKOJIKY UE€KOPH.

Yexkop 1: IIpaBure IX u I,Y ce ceuar Ha I.

Hoka3z: Heka N e cpemunara na Jjiakor BC mro ja coapxku A. Toram ND e mujamerap Bo I,
ma /ZNXD = 90°. Ilpasure IX u NX ce nopmasian Ha DX, na IX munayea auz N. Ciudno,
ZNYD =90° 1re. NY 1L YD, mro 3uaun neka I,Y munysa auz N. 3akiyuayBame neka [ X u [,Y
ce ceuar Ha [' Bo Toukara N. (1 moen) ©

—~ —~

Yekop 2: Heka P u @Q ce cpeaunnte Ha nomasure jakosu AB u AC. Heka npasure PX 1 QX
ru cedar orceukure AB u AC Bo U u V, coonserno. Toram onummanara KpyzxKuauna Ha AUXV,
O3HaYeHa co wi, e TanrenTHa Ha AB, AC u T.
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Hoka3z: IlackayoBa Teopema npumeHera Ha BACPX () uu maBa neka toukure BAN PX = U,
ACNXQ =V u CPNBQ = I ce xkoymueapuu, 1a I jexu Ha upasara UV

Ako nak ja npumennme [Tackanosa Teopema va N ABQP X, nobusame neka NANQP, ABNPX =
Un BQNNX = I ce konuneapuu. MeryToa, 03HaTO € (U JIECHO Ce JJOKAXKYBa CO [IPECMETYBAbe
Ha arimre) geka AN || PQ. Toa suaun nexka AN u PQ) ce ceyar Bo GeCKOHeYHA TOUKa, I1a IIpaBaTa
1U e mapaJtesina co npasure AN u PQ).

Jla Booumme neka ZDAN = 90°, 6unejku DN e mujamerap, ma AN 1 Al. Orryka, PQ u UV
ce HopMmaJiau Ha Al.

Bugejku PQ || UV, nocrou xomoreruja H co nenrap Bo X taksa mro H(P) =U u H(Q) = V.
Tanrenrara tp va I' Bo P e mapasenna co AB sapajgu cumerpuja, na H(tp) = AB. Chauuno,
ranrenTara tg Ha I' Bo () e mapanenna co AC, na H(tg) = AC.

O nperxosnara jauckycuja 3akiayaysame jgeka H(I') = QUXV u @UXV ru jgonupa npasure
AB u AC. ®akror geka ©GU XV ja nomupa n I' cienysa o H(I') = U XV. (2 noenn) o

Yekop 3: Kpyxuumure I' 1 wo ce mommpaar Bo Y, Kaje MITO wo € KPYXKHUIATA TAHIEHTHA HA
AB u AC wmro ja mommpa I o HamBopelIHaTa CTpaHA.

Jokas: Jloka3or e aHAJOTEeH CO J0KA30T Ha UeKop 2, 3apajin AyaJJHOCTa MOMeEry BIIUIIAHATA U
A-upunumanara kpykuuna. (1 moen) o

Yekop 4: Yerupnaromaukor X DY A’ e xapMoHuCKH.

Hoka3. Heka U e kommosunujara Ha mHBep3ujara co meHtap A u pamuyc r = vV AB - AC co
pedtekcujaTa Bo 0IHOC Ha cuMeTpasiara Ha arojor /BAC. Jacuo, VoV e WIEHTUYHO TPECTUKYBAHE.

BoseiyBame HeotrxoiHa HOTaIM]ja 38 HEKOJIKY JonoiHuTesinn Touku. Heka H, T u T, ce HopmaJsiHUTE
npoekinu #Ha A, I n I, Bp3 nmpasara BC, coomserno. Heka E e mpeceunara Touka Ha AD n BC.
Nwmame neka BI u Bl, ce BHaTpelHaTa 1 HaJBOPeIIHATa cuMeTpaJa Ha arojnor ZABE, na 1BojHIOT
omuoc (A, E;1,1,) e ennakoB Ha —1, OHOCHO OBHE TOYKU (POPMHUPAAT XAPMOHICKA I€TBOPKA.

OpTOroHAIHO IPOEKTUPAHE IO 3a9yBYBa JIBOJHUOT oHOC, 1 oTTyKa (H, F; T, T,) = —1. Kopucrejku
ro ¢akToT JeKka WHBep3ujara u pediekcujara ro 3adyByBaaT JBOJHHOT OHOC, JOBOJIHO € Jia Ce
nokaxe ieka W(H) = A", W(E) = D, U(T,) = X u ¥(T) =Y. OBa noBjekyBa jieKa 9eTHPUATOJTHUKOT
A'DXY e xapmonuckn, 6unejku W ro 3a9yByBa JBOJHHOT OJIHOC.

Jlecuo ce rnena nexa ¥(B) = C u ¥V(C) = B, ma V(BC) = I'. Ucro taka, £ € AD N BC
nositekyBa ¥ (E) € Y(AD) N ¥ (BC) = AD N T, mrro 3naun gexa ¥(E) = D.

Jla zabenexume neka AABH e cimaen co AAA'C, mro 3uaun gexa AH - AA' = AB - AC = r?
nu /BAH = ZCAA ,na V(H) = A’

Cera ke mokazxkeme jeka ¥ (Ty,) = X. Bunejkn suumanara kpyxuuia 8o AABC ru nonupa AB,
AC u BC, ¥ ja npeciukyBa Bo KpyxHurara mro ru jgonupa AB,AC u T' = ¥(BC). Toa 3naun
Jieka A-tpunminasaTa Kpy»KHUIA ce IPeCINKyBa WK BO wi WK BO wy (nedunupana Bo Yexop 2 u
Yekop 3). JlecHo ce rieza jeka A-npununinaHara Kpy»KHUIA ce IPECIUKYBa BO wi. Toa 3HAUN JeKa
U (T;,) ucroBpemeno jexu Ha wy u I', cencrseno W(7T,) = X. Cinuno nobusame nexa ¥(T) =Y,
OuiejKn BIMIIaHATa KPYXKHUIA Ce IPEC/INKYBa BO we. (3 moeHm) o

Bakuydok: Jlokaxkasme geka X DY A’ e xapmonnckn yernpuaroanuk. JJo6po mo3HaTO CBOjCTBO
Ha XapMOHUCKUTE YETUPUATOJIHUIIU € MAH2EHMUME HA HUSHAMA ONUULGHA KPYHCHULE TLOBAEHEHU
80 d8e CNPOMUBHU MEMUILG CE CEUAM HaA OUJa2OHANAGMA HOPMUPAHA NPEOCNAHGMUME 06E MEMUTHE.
Bakayuaysame meka tanrenture Ha I Bo X m Y ce cewar na npasata A'D, mro n Tpebame na ce
nokaxe. (1 moen) O

Babenrewra: IToenume 3a odpeden wexop moorce da ce 3apabomam. camo dokosky eef{ke ce OOHMEHN
CHUTE TIOEHNU 38 CEKOj MPETXO/IEH IEKOP.
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Bropo pemenune. IIpeo ga npnvernve nexa AA' e amjamerap Bo ommimanaTa KpysKHHIA,
orryka ZADA' = 90°. (1)

Nnanme

2-/DBI+ /BDA=2-/DBC+2-/ZCBI + Z/BCA = 180°,
mro nosiekyBa faeka ABDI e pamuokpak. Mcro taka, ZIBI, = 90°, mro 3Haun neka D e

cpeaumniaa Touka Ha I1,, na DI = DI,. (1 noen).

Toukure X u Y ce ma kpyxuunure ki co aujamerap ID u kg co mujamerap DI,, coonseTHo,
OJIHOCHO OBHE TOYKH C€ BTOPHUTE IpecedHr TOYKM Ha ki U ko co ommmanara Kpy:kuuia #Ha NAABC
(D e upsuor upecek). Kopucrejkn ro (1), saknyuaysame jgeka A'D e 3aeqanukara TanreHTa Ha ki

u k2. (1 moen)

Heka U u V ce npeceuanure Touku Ha k1 co XZ u ko co Y Z, coonserno. I'm umame ciiegauBe
cmmanoctn: AXUD ~ ANA'DX (LUXD = ZDA'X n ZXUD = ZA'DX). Cnencrsero

XU A'D
DX XA
u AYVD ~ ANADY (LVYD = £ZDAY u ZYVD = ZA'DY), mro nosjekysa
YV AD
DY YA

,HOKOJIKy ' I1IoJieJInMe OBHE PDaBE€HCTBa, ,ZLO6I/IBaMe

XU DX A'D YA DX YA DX sin/YDA
YV DY XA AD DY XA DY sin/XDA
_ DX sin/ZYVD DX sin/YVD DI
~ DY sin/XUD sin/ZXUD DY DI,

=1.

O nperxoguure npecmerku gobusame XU = YV, (3 moenn)
Cera, 3a creneHoT Ha Z BO ogHoc Ha ki u ko mMaMme:

ZX - Z2U=2X-(ZX —-UX)=Z2Y - (ZY = VY) = ZY - ZV. (2 noeun)

3akJydyBaMe JeKa Z JIeXKU Ha paJuKaaHaTa oca Ha Kpy:KHuimure ki u ko, ma ZD | I1,, mro
saeziHo co (1) nossekysa neka Z, D u A’ ce komneapru. (1 moen) O



